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Aufgabenstellung

Thema 4: Realistische Réuber -Beute-M odelle
A) Neben der Séttigung der Beutepopulation durch logistisches Wachstum betrachtet man auch noch héufig
den Fall, dass auch der Einfluss der Jagd von der Grosse der Beutepopulation abhéngig ist. Dies fuhrt zu
folgendem Modell:
_ é X(t)o u
X (t+Dt) = X(t) +gaxX (1) €L 222 b(X (1) XX (t) Y (1) O
& e kg u
Y(t+Dt) = Y(t) +[cxX (1) ¥ (t) - d®y(t)] Dt

Man untersuche das Verhalten des Systems fiir folgende Funktionen b(x):

Axx
(x+B)

_ AXX

Fallc)  b(x) :A’(lfe'x)

Man untersuche das Verhaten der drel Systeme fur folgende Parameterwerte
Parameter:a=1,b=1,¢c=1,d=1,k=2,A=1,B=1

Fall a) b(x)=

Startwerte: X(0) = Y(0) =0.1
Zeitintervall: [0, 20]
Zeitschritt: Dt = 0.002

Welche Unterschiede ergeben sich zum klassischen Réuber-Beute-Modell und zum Réuber-Beute-
Modell mit saturiertem Wachstum.
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B) Neben der Sattigung der Beutepopulation durch logistisches Wachstum betrachtet man héufig den Fall,
dass auch die Rauberpopulation in einer der folgenden Arten modifiziert wird:

Modell 1)

X (t+Dt) = X(t)+§axX(t)>§ (t)o bXX(t)W(t)u

Y(t+Dt) = Y(t)+éc>¥(t) hY (t) Y((t))“xot
_ Asx
a) b(x)—(X+B)

D b00= ()

Man untersuche das Verhaten des Systems fur folgenden Parameterwerte:
a=1lb=21c=1h=1k=2

Startwerte: X(0) = Y(0) =0.1
Zeitintervall: [0, 20]
Zeitschritt: Dt = 0.002

Modell 2)

X()o

X(t+Dt):X(t)+§axX(t)>q"’é"i bx X(t)W(t)u

Y(t+ D) =Y(t) +[- cxY(t) +dxv(t) ><b(X(t))] Dt

Man untersuche das Verhalten der beiden Systeme fiir folgenden Parameterwerte:
a=1lb=1c=1d=1,k=2A=1B=1

Startwerte: X(0) = Y(0) =0.1
Zeitintervall: [0, 20]
Zeitschritt: Dt = 0.002

Welche Unterschiede ergeben sich zum klassischen Réuber-Beute-Modell und zum Ré&uber-Beute-
Modell mit saturiertem Wachstum.
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Grundlagen

Klassi sches Rauber-Beute-System (Lotka-Volterra)
X(t+Dt)=X(t)+[as X(t)- b> X(t)>Y(t)|ot
Y(t+Dt)=Y(t) + [cxx (t) xr(t) - d v ()|t

a= spezifische Wachstumsrate der Beute

b= spezifische Verlustrate der Beute

C= Beutegewinnrate der Rauber
d= Atmungsrate der Rauber

Stabile Punkte:
X=0Y=0
X :E; Y:E’
c b

Asymptotisches Verhalten:

Fur X = 0 sterben die Réuber exponentidl aus
Fir Y= 0 wéchst die Beutepopulation exponentiell

Klazsigches Rauber-Beule-Syeiem

—_——e
/;W — Klassisches RauberBeule Syster |

/

_ e

1] 1 2 3 4 i [

Alle Trajektorien schwanken periodisch um den stabilen Punkt. Dauer und Amplitude der Periode hdngen von
den Startwerten ab. Im Zeitmittel sind die Rauberpopulation und die Beutepopulation konstant und entsprechen
den Werten im gabilen Punkt. Durch die Ungenauigkeit der Berechnung ergibt sich die permanente
Vergrosserung der Trajektorien.
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Rauber-Beute-Modd | mit saturiertem Wachstum

é Kapaztatsgrenze l]
X (t+00) = X (1) + Gaox ()8 X001 ()t

é é kg a

; ;

Y(t+Dt)=Y(t)+[exx (t)(t)- d(t)]oe

k = Séttigungsgrenze fir die Beute

Stabile Punkte:
X=0Y=0
X=k;Y=0
d a d o
X==:Y=— - —x
c bxgi cXkg

Dieser Punkt ist ein asymptotisch stabiler Punkt fur alle Startwerte, vorausgesetzt k ist derart, dald 1-
d/kc >0. Ansongten stirbt die Rauberpopulation aus.

Rauber-Belte-Syatam il saluienern Wachslum

0,8 -
—— Rauber-Beute-System mit sauriemam
Wiachstum
o
08 i \\\\
k Sy \\

0.4
0.3 \
0z

e, ol

1]

i o2 04 0,8 08 1 13 1,4 1,8 1,8 2

Im Gegensatz zum ersten Kurvenverlauf handdt es sich hierbei nicht um eine geschlossene Trajektorie. Die
Kurve ndhert sich immer mehr den stabilen Punkten an.
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Untersuchung der gegebenen Moddlle

Im folgenden untersuchen wir die gegebenen realistischen Réuber- Beute- Modelle anhand der Berechnung der
stationére Punkte sowie einer graphischen Darstellung der Trajekorien. Zur besseren Ubersicht ist je am Ende
von Aufgabe A und B eine zusammenfassende Dargtellung enthalten, die einen unmittelbaren Vergleich der
erstellten Trajektorien ermdglichen soll.

Aufgabe A

X (t+Dt) = X (1) + Sox () 8- 2O b ey wx 1) 2 1) hox
& e kg a

Y(t+Dt) =Y(t) +[cxX (1) R (t) - d v (t)] D

A
(x+B)

_ AXX

Fall ¢  b(x) = A’(l)'( )

Fall a) b(x)=

Bevor wir mit der Untersuchung der Auswirkungen der Funktionen auf das Réuber-Beute-System beginnen,
betrachten wir die 3 Funktionen im einzelnen.

e 3 Funktionsn
BRI

—3
104 | >

[}

o0
]

Da es sich hierbei um spezifische Verlustfunktionen der Beute handdt, konnen wir folgende Schliisse aus
diesem Diagramm ziehen:

Fall a) Dieser Fall kann als der normale Fall betrachtet werden. Je mehr Beutetiere vorhanden sind, desto
mehr werden gefressen.

Fal b.) Hier weil3 die Funktion eéinen Wendepunkt auf. Dieser kann so interpretiert werden, dass die
Beutepopulation ab diesem Wendepunkt die Mdglichkeit besitzt sich selbst zu verteidigen. Als
Beispiel kénnen amerikanische Buiffel genommen werden, die sich ab einer gewissen Herdengrésse
im Kreis formieren und sich so verteidigen.

Fall c) Kann ds der zu Fall a) inverse angenommen werden. Je mehr Beutetiere vorhanden sind, desto
weniger werden von den Réubern gerissen. Dies kann als Frihwarnsystem verstanden werden, wie es
zum Beigpiel bel Murmdtier der Fall ist.

-5-
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Fall a)
- € x _ XM AX u
X(t+Dt)—X(t)+8a X(t)? oy X(t)W(t)H>Dt
Y(t+Dt) =Y (t) +[cxX (t) %Y (t) - d x(t)]>Dt

b  Sationare Punkte

1Lsg.: x,=0 y,=0
2Lsg.: X, =k y,=0

q gg+89 - k(ict—:ja
3Lsg.: x=—Pp -€c ge g
< c y Axd

FUr unsere Parameter : x=1, y=1

Diagramm:
malistischarFall a
1.4
12 I/_,_\__‘_
i K\.,_; \
‘-\'\-\.

04d
I \
=
&

"

N\
N\

a 02 04 0& oa 1 12 14 18 1B 2
Baarta

Die Trajektorie zeigt eine relativ rasche Anndherung an den stationéren Punkt.
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Fall b)
AxX

_ € X6 y u
X(t+Dt)—X(t)+ga X(t)>§i o ) X(t)W(t)HXDt

Y(t+Dt) = Y(t) +[cxX (t) X (t) - d v (t)] 3Dt

cxxxy-dxy=0® yxcxx-d)=0 b y=0 oder x:%

X0
axxxcl-

X Ax xxxy =0
& kg (X2+BZ)

axxﬁ— EQ:O ® x=0 oder x=k
e Kg

P Sationdren Punkte

1.Lsg.: =0 vy, =0
2Llsg.: x, =k y,=0

Werte fur unsere Parameter : x=1 y=1

Diagramm:

reaistischer Fall b

— rbalEtisthar Fall b

k]

a4

o] o2 04 ag og i 132 1.4 1E 1B 2
Baute

Die Anndherung an den stationéren Punkt erfolgt deutlich langsamer alsbe Fall a.
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Fall ¢
X (t+Dt) = x(t)+gaxxa)>§- X5 AL- e'X)W(t)8><Dt
e e kK g a

Y(t+Dt) =Y (1) +[exxX (@) (1) - d R ()]0t
Stationare Punkte;

) ¥v,=0® x,=0
2 y,=0® x,=k

d ad(kc- d
3 X,=—® y,= ( 2,
c ,& 50
Akc %1 ez
9
Werte fur unsere Parameter : x=1, y » 0,79
Diagramm:
reslighacher Fall o
14
———— —— neakstischer Fall ¢
it - R ™

Qg

1\| b
; | 5
o / \'\
aE e o ‘\
04 \\'*.\
a2 A
. . -
1} T T T T T T T T T d
0 02 o4 0.6 g 1 12 (I} 3] 14 2
Beute

Bei dieser Variante wird eine Funktion von b verwendet, die im Gegensatz zu den ersten beiden
Falen nicht vom Parameter B abhangig ist. Wie aus dem Diagramm ersichtlich, bewirkt diese
Funktion b, dal? sich die Trajektorie immer mehr dem stationdren Punkt ndhert, &hnlich den ersten
beiden Varianten. Diese Annéherung erfolgt alerdings im Vergleich zu den Féllen a und b
sichtbar langsamer.
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Vergleich
Vergleich
4]
— — == klazaiach
ok il saturiertern Wacheum
5 ;" ——Falla
;* Fall b
/’ —Fall:
1
]
|
= f
€ 13- |
=
=
|
2 -‘
I 1 I
i
|' e e 4
0 M o . —— il .
3 4 =1 =]

Beute

Zusétzlich zu den Félen a, b und c der Aufgabe A sind natirlich auch das klassische Rauber- Beute- Moddll

sowi e das Réauber- Beute- Modd | mit saturiertem Wachstum in diesem Diagramm gegentibergestellt.
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Aufgabe B

Modell 1

In diesem Model wird die Mortalitétsrate der Rauber durch eine von der Rauber- und Beutepopulation
abhéngige Mortalitatsfunktion ersetzt. Dies kann so verstanden werden, dass bei steigender Rauberpopulation
diese aufgrund mehrerer Faktoren (Revier-, Macht- und Futterkdmpfe) zu erhdhter Dezimierung der Population
fUhren.

X (t+Dt) = X(t)+§axX(t)>€’i (t)o bXX(t)W(t)u
e

Y(t) u
X ()t

Y(t+Dt) = Y(t)+éc>¥(t) hY (t) %~ Ot

Stationare Punkte:

1) v,=0® x =0

2 y,=0® x,=k

a‘k:h cask
R ;) y3:—
a*h+bxcxk axh+b>xcxk

Werte fiir unsere Parameter : x=0,6; y=0,6

3 X =

Diagramm:

Modinkafon der RAabecpogulation - Wodell 1

0,9 4

—— Woaidkation der REUbERDpUiEion - Model 1

0.8 ————
0z f =
j ™,
0G !l"\_z \

04

03 7

#

01

Dieses Moddl enthélt eine Modifizierung der R&uberpopulation. In dem Diagramm kann Mann/Frau erkennen,
dass sich die Trajektorie réativ rasch den stationéren Punkten nghert und somit einpenddt. Sie dhnelt dem
Verhalten bei saturiertem Wachstum. Allerdings nimmt zu Beginn die Réuberpopulation geringfuigiger ab und
seigt wesentlich fruher as beim saturiertem Wachstum wieder an.

-10-
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Modell 2

Im zweiten Moddl wird wieder die Entwicklung der Rauberpopulation modifiziert. Der Parameter ¢ steht in
diesem Fall fir die Mortalitétsrate der Rauber. Der Parameter d gibt den mdglichen Réuberzuwachs an, wobel
der tatséchliche Popul ationszuwachs von der Funktion b(X(t)) eingeschrénkt wird.

AlsBeispid kdnnen Ameisen herangezogen werden, da ein Grofdteil der Ameisen den Winter nicht tUberlebt.

Fal a
e e K g ]
g y
Y(t+Dt) =Y(t) +g~ CXY(t) +d X (t) LX)

B+ X(t) a
—— ¢
bxy O

> (D

Stationare Punkte:

I axxgi- X9, bxxxy =0
& kg
% =0® y,=0
AxX
Il:-cxy- dxyx——=0
Y >(yx+b
Y, =0® x, =k

d Xy XAXX = C Xy XX + b >C xy

_ bx ®y:E i bxx 0
%A B b? k{d*A- ¢)g

Werte fur unsere Parameter : x=k; y=0

Diagramm:

ik kirlion der REubapopulation 2%

012 -

— Wiodification der
Resbarpapubition 23

ore

Pk
=]
=

o

AN

a a5 i 15 ] 25
Giewie

Aufgrund der ausgewéhlten Parameter kommt es nicht zu einem Verlauf wiein den obigen Beispieen.
Die Réauberpopulation stirbt aus, wéhrend sich die Beutepopulation der Séttigungsgrenze k néhert.

-11-
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Fall b

X (t+Dt) = X (1) + X () & - X WO poox (1) )t
é ¢ kg a
é AxX(t) u
YE+D) =Y (1) + & o () +d () XM Uy
D) =Y+ & X+ AN g O
Stationare Punkte;

l: axxgi- X9, bxxxy =0
e kg

x=0® y, =0

AXX
In:- - =
Y Yy O
y,=0® x, =k

d xy xAxX = c Xy XX + b >xCcxy
d xA++/d?xA% - 4B

a & dxA+d2xA?- 4x820
o T 2 ® Yo =yl 2% =
< & < P
Werte fur unsere Parameter : x=Kk; y=0
Diagramm:
Wodifikation der Raubarpopulation 2%
012 1
—— Wodifikation dar
Rauberpopulation 2'h
0, II
008 -
|
!
] i
% o.0e !
- \
\
- \\
T
0,02 S
[1}=} 1 15 2 25

Beute

Wie auch schon im Fall a stirbt die Réuberpopulation schon nach kurzer Zeit aus und die
Beutepopul ation strebt zur Sdttigungsgrenze k.

-12 -
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Vergleich

YWergleich bel modifizierten Réuberpopulation

fi
001 - i
T
x 1
3 DaDi - I
3
nmom 4
-klassisch
mil satuneram YYachstum
0,00001 - —hilndell 1
—vindell 2 8
Modell 2 &
ooooan -
0.onoonm
Beure
Moddl 1:

Durch die geringe Anfangspopulation der Rauber ergibt sich fur diese niedrige Todesrat, die zu einer schnellen
Vermehrung der Rauber fihrt. Dadurch ist die Entwicklung der Beutepopulation eingeschrankt. Daraus
resultiert, dass das System schneller gegen den stabilen Punkt strebt.

Modell 2:
Da in unserem Beispid immer die gesamte R&ubergeneration ausstirbt und die nachfolgende Generation

sukzessive gegen Null approximiert, sind die Rauber zum Aussterben verurteilt.

-13-



